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Tlo i znaczenie ,kryzysow”
w podstawach matematyki

Stowa kluczowe: rozwdj matematyki, sprzecznos<, podstawy matematyki, niewspdimier-
nos¢, wielkosci nieskoriczenie male, zbiory aktualnie nieskoriczone

Gdy przesledzimy histori¢ matematyki pod katem dominujacych na danym eta-
pie rozwoju dziedzin matematycznych, to mozemy zauwazy¢ swoistg dialektyke
zmian zachodzacych w tej nauce polegajacych na tym, Ze po okresie ,,panowania”
dziedziny reprezentujacej matematyke wielkosci dyskretnych nastgpuje swoiste
»przesunigcie” akcentéw w sposobie uprawiania matematyki w stron¢ matematyki
wielkosci ciagtych. W duzym uproszczeniu wygladato to nastgpujaco:

Arytmetyka— - - — Geometria
\)
Algebra « «— « « «
l
- - - —Analiza matematyczna
A
Teoria mnogosci « — — « «

Po okresie zajmowania si¢ glownie arytmetyka przez szkolg pitagorejska,
w wyniku ,kryzysu” spowodowanego odkryciem wielkosci niewspoimiernych,
nastapita dluga faza dominacji podejcia geometrycznego. Z czasem rozwoj
algebry pozwolil na algebraizacj¢ (arytmetyzacjg) tej dziedziny, co zaowocowa-
o powstaniem geometrii analitycznej. Z kolei, z geometrii analitycznej wyrosta
analiza matematyczna majaca u swoich podstaw rachunek rézniczkowy i catko-
wy. Problemy, na jakie natrafili tworcy rachunku rézniczkowego i catkowego,
wiazaly si¢ z proba wyrazania ,,proceséw ciaglych” przy wykorzystaniu wielkoSci
dyskretnych, tzw. nieskonczenie malych. Przezwycigzenie tego ,.kryzysu” bylo
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mozliwe dzigki poprawnemu zdefiniowaniu pojgcia cigglosci i usci§leniu pojecia
granicy. Jednocze$nie okazalo si¢, ze analiza matematyczna operujaca pojeciem
liczby rzeczywistej ,,domaga” si¢ operowania zbiorami aktualnie nieskoficzony-
mi. Proby zbudowania teorii zbioréw aktualnie nieskoficzonych zaowocowaly
kolejnym ,.kryzysem” w podstawach matematyki.

Tak zwane kryzysy byly okresami intensywnych badafi matematycznych, czgsto
odwotujacych sig do przekonan filozoficznych, dzigki ktérym usciS§lano pojecia,
precyzowano metody i dowodzono wielu fundamentalnych twierdzen. Dlatego
warto przedstawi¢ pokrotce, skad si¢ braly, jak przebiegaly, jak je rozwiazywano.

* %k Xk

Pierwszg filozoficzna teorig matematyki byl pitagoreizm, ktory rozpatrywal mate-
matyk¢ jako konieczng podstawe wszelkiego innego poznania oraz najbardziej
prawdziwa jego cz¢$C. Jako kierunek filozoficzny pitagoreizm wychodzi poza
ramy wlasciwej filozofii matematyki, ale w jego centrum znajduje si¢ okreSlona
koncepcja matematyki i wyttumaczenie istoty wiedzy matematycznej. Pitagorej-
czycy ograniczyli obszar matematyki do najbardziej abstrakcyjnych — pojmowal-
nych tylko umystem - bytéw. Swiadomie wigc w swoich rozwazaniach ignoro-
wali stosowanie matematyki do rozwiazywania zadan zwigzanych z dzialalnoscig
materialna, techniczng czy handlowa.

W pitagoreizmie mozna wydzieli¢ dwie strony: praktyczng (pitagorejski obraz
zycia) i teoretyczng (okreSlony zbi6ér wiedzy). W pierwszym przypadku chodzi
o elementy religijne, pedagogiczne i polityczne. Celem zycia pitagorejczykéw byto
wyswobodzenie duszy. Polegalo to na wypelnianiu okre§lonego kodeksu moral-
nego. W zlozonym systemie zalecen regulujacych zycie pitagorejczykoéw poczesne
miejsce przypadio zajmowaniu si¢ muzyka i badaniami naukowymi. Pitagorej-
czycy w rozwazaniach teoretycznych widzieli srodek do osiagania ostatecznych
celow zyciowych. Zajmowanie si¢ matematyka mialo prowadzi¢ do ,,oczyszczania
duszy”, byto §rodkiem do osiggnigcia nieSmiertelnosci. Matematyke pitagorej-
czycy ,oglosili” filozofig i religia, a filozofig przeksztaicili w mistyke liczb i figur
geometrycznych. Obiekty matematyczne rozpatrywane w ,,otoczce” mistyki byly
uznawane za praistot¢ Swiata.

Podstawowymi obiektami poznania naukowego u pitagorejczykow byly przede
wszystkim liczby ciggu naturalnego. Liczby uznawali oni za uniwersalne obiekty,
do ktérych da si¢ sprowadzié nie tylko matematyczne konstrukcje, ale takze
wszystkie réznorodne zjawiska rzeczywistodci. Takie podejscie opierato si¢ na
przekonaniu, iZ w poznaniu rzeczywisto$ci istotng rol¢ odgrywa poznanie propor-
cji migdzy jej czg¢Sciami, ktore wyraza sig liczbowo. Pitagorejczycy absolutyzowali
ten aspekt poznania i rozszerzyli go na calg rzeczywisto§é, dochodzac do tezy, ze
wszystko wyrazalne jest za pomoca matematyki. Wierzac, ze twierdzenia matema-
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tyczne z racji swej natury stosowalne sa do wyrazania stosunk6w ilosciowych, jakie
zachodza migdzy najrézniejszymi zjawiskami: muzycznymi, astronomicznymi, pro-
dukcyjnymi, pitagorejezycy poszukiwali rozlicznych liczbowych i geometrycznych
analogii stosunkéw w §wiecie zewngtrznym, majac nadziej¢ dojrze¢ w nich sama
naturg rzeczy. Formy matematyczne (liczby i figury) interpretowane jako iloSciowa
podstawa rzeczy przeksztalcity si¢ w uniwersalne narzgdzia ich rozumienia. Nauce
o liczbach i innych obiektach matematycznych przypadio naczelne i podstawowe
miejsce w systemie poznania §wiata. Fizyczne, metafizyczne, spoleczne, etycz-
ne i teoretyczne zagadnienia otrzymaly matematyczne ,interpretacje”. Proces
ich poznawania polegal na ustanowieniu pewnego izomorfizmu, strukturalnej
identycznosSci tych lub innych zjawisk i okres$lonych stosunkéw matematycznych.
Przekonanie o prawdziwosci tego czy innego twierdzenia o $§wiecie sprawdzalo
si¢ przez sprowadzenie go do harmonii liczbowe;j.

Pierwszy cios dla pitagoreizmu wigze si¢ odkryciem odcinkéw niewsp6imier-
nych. Bujny rozw6j matematyki tamtego czasu — paradoksalnie — przyczynit si¢
do zanegowania tezy: ,wszystko jest liczbg”, odkrywajac niewspoimierno$¢ boku
kwadratu i jego przekatnej, czyli odkrywajac stosunek odcinkéw, ktéry nie da
si¢ wyrazi¢ liczba znana pitagorejczykom. Pitagorejczycy swobodnie operowali
liczbami naturalnymi i stosunkami tych liczb, czyli - jak dzi§ powiedzielibySmy
- liczbami wymiernymi (dodatnimi). Fakt istnienia wielkoSci niewymiernych zry-
wal harmoni¢ mig¢dzy geometrig a arytmetyka, ktora byta zrozumiata sama przez
si¢ i byla caloSciowa ideologia pitagoreizmu. Pitagorejczycy musieli uznaé, ze
nawet przy wyborze dowolnej jednostki mierzenia (miary) pewne wielkosci sa
niemierzalne, niemozliwe do wyrazenia przy pomocy stosunku liczb naturalnych,
a wigc nie sa wielkosciami ,,dobrze” okre§lonymi. Ale jezeli LICZBA nie wyraza
istoty pewnych geometrycznych stosunkdw — jest pod tym wzgledem ograniczona,
to jej uniwersalnos$¢ dla wyrazenia jeszcze bardziej ztozonych rzeczy jest w wigk-
szym stopniu watpliwa. Odkrycie wielkosci niewspétmiernych obnazyto ograni-
czono$é (nieadekwatnos€) pitagorejskich wyobrazen o liczbie (i innych pojeciach
matematycznych) jako oSrodka prawdy i sposobu poznawania istoty rzeczy.

Do czasu odkrycia niewspétmiernosci geometrig budowano na bazie liczb natu-
ralnych. Mozna powiedzie¢, ze pitagorejczycy dokonali arytmetyzacji geometrii,
wyrazajac wlasno$ci geometryczne w sposdb arytmetyczny. Po utracie zaufania do
arytmetyki w mysleniu matematycznym akcent przesuwa si¢ w stron¢ geometrii.
Zaczyna rozwijaé si¢ geometryczna algebra, w ktorej liczby rzeczywiste dodatnie
zastepuje si¢ odcinkami lub polami, operujac nimi na sposdb geometryczny.

Arytmetyka znalazla si¢ w ,,kryzysie” pojeciowym, nie potrafiac liczbowo ujaé
pewnych wielkosci, wiec Grecy zaczgli rozwija¢ poznanie matematyczne na pod-
stawie geometrycznej. Wida¢ to w Elementach Euklidesa. Wkrétce w matema-
tyce antycznej zacz¢lo dominowac nastawienie geometryczne, utrudniajgc peiny
i zgodny ze specyfika danej dyscypliny rozwdj innych gal¢zi matematyki.
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Réwnolegle z kryzysem matematyce takze w logice ujawniono szereg para-
doksow SciSle zwigzanych z nieskoficzonoScig, ciggloicia, nieciagloscia. Chodzi
o paradoksy Zenona z Elei. Warto zauwazy¢, ze s one w istocie antypitagorejskie.
Ilustruja ograniczono$¢ wyjsciowych wyobrazen pitagoreizmu, w szczegdlnosci
o tym, ze prosta sklada si¢ ze zbioru bezwymiarowych punktéw. Aporie zeno-
nowskie naruszaly harmoni¢ migdzy §wiatem arytmetycznym a §wiatem fizycznym,
ktéra byla podstawg pitagorejskiego pojmowania rzeczywistosci.

Pitagorejski poglad na matematyke i jej relacje ze $wiatem byt stanowiskiem
stwarzajacym pole dla réznych interpretacji. Niezaleznie od pitagorejskiego prze-
konania o matematycznych podstawach bytu stanowisko pitagorejczykéw mozna
rozumie¢ takze jako okreSlony sposéb uprawiania ,nauk przyrodniczych”, jako
sposob uzasadniania prawdy przez zwrdcenie si¢ do harmonii, spojnosci, syme-
trii. W tym sensie pitagoreizm wplynal na p6Zniejszy rozwd) mysli filozoficznej
i naukowej az do XIX wieku.

&k K

Drugi kryzys podstaw poznania matematycznego pojawil si¢ na przetomie XVII
i XVIII wieku. Zaistnial on w trakcie opracowania podstaw rachunku nieskofi-
czenie malych wielkosci. (Z pewnego punktu widzenia jest to oczywicie przediu-
zenie poprzedniego kryzysu, tylko w zmienionej formie). Korzenie tego kryzysu
tkwia w dokonaniach Kartezjusza, ktdry wprowadzit do matematyki nie tylko
ukfad wspdtrzgdnych, ale i wielko§ci zmienne, czym zapoczatkowal podstawy
geometrii analitycznej. Dzigki pojgciu wielko$ci zmiennej mdgt powsta¢ rachunek
rézniczkowy i calkowy, stworzony przez Newtona i Leibniza.

W pracach matematykéw XVII wieku réznymi metodami czastkowymi roz-
wigzywane byly wieloczionowe zadania - znajdowanie powierzchni figur krzy-
woliniowych, poprowadzenie stycznej do danej krzywej, znajdowanie miniméw
i maksiméw funkcji elementarnych, ktore dzi§ odnosimy do rachunku rézniczko-
wego i catkowego. Tymi zagadnieniami zajmowali si¢ rowniez Newton i Leibniz.
Ich dokonania zaowocowaly podaniem algorytmu pozwalajacego w jednakowy
sposOb rozwiazywac te wszystkie roézne, na pierwszy rzut oka, problemy. Ale
Newton i Leibniz nie zdofali racjonalnie (niesprzecznie) okresli¢ podstawowych
poje¢ analizy matematycznej. Z filozoficznego punktu widzenia trudno$¢ polegala
na probie sprowadzenia wielkosci ciaglych do wielkoSci dyskretnych za pomoca
pojecia wielkosci nieskonczenie mate;.

Podstawowym pojeciem teorii Leibniza bylo pojecie rozniczki lub nieskon-
czenie malego przyrostu funkcji. Jednoczesnie postulowal on, ze wielko$¢ ta
jest na tyle mata, iz pomnozywszy ja przez skoficzong wielko$¢, nie otrzymamy
wielkosci skoficzonej. W podstawowym wigc okreSleniu Leibniz wprowadzal obca
elementarnej arytmetyce i zdrowemu rozsgdkowi ide¢ wielkoSci niearchimede-
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sowejl. Ta idea byta jednakze konieczna dla usprawiedliwienia proponowanego
przez niego sposobu wyliczenia rézniczki.

W metafizycznym systemie Newtona bazowym pojeciem jest czas, pdzniej
przestrzen i ruch. Newton zachowuje te priorytety takze przy budowie analizy
matematycznej. Algorytm Newtona bazowal na pojgciu fluksji (pochodnej we
wspolczesnej terminologii) i obdarzony byl ta sama sprzecznoscia, co rozwazania
Leibniza. Przy poszukiwaniu fluksji Newton takze odrzucat $wiadomie cztony
nieréwne zeru (cho¢ w ogoéle uwazal, ze w matematyce nie mozna lekcewazyé
zadnych wielkoSci, chocby najmniejszych).

Matematycy wykorzystujac wielkosci nieskoficzenie male, osiagali popraw-
ne rozwigzania rozpatrywanych probleméw, wigc, pomimo ze aparat pojgciowy
rachunku rézniczkowego i catkowego nie byl calkiem klarowny, stosowano go
z powodzeniem. Przez dtugi czas wielkoSci nieskoficzenie mate uzywane byly bez
dostatecznego matematycznego i logicznego uzasadnienia. Takiego uzasadnienia
poszukiwano w metafizyce.

Metafizyczne uzasadnienie w nauce polega na dazeniu, by wyprowadzi¢ te
lub inne konkretne prawa z fundamentalnych praw przyrody (bytu)2. W XVII
wieku panowalo przekonanie, ze filozofia jest ,krolowa nauk” i ze wszystkie
szczegblowe prawa powinny byé wyprowadzane z og6lnych filozoficznych wyob-
razefi 0 materii, przestrzeni, ruchu itp.

Dojscie do idei i praw rachunku rézniczkowego nastapifo u Leibniza pod
wplywem jego zasad filozoficznych. I tak rozszerzenie pojgcia wielkosci poza
granice skonczono$ci i wprowadzenie wielkosci nieskoficzenie malych i nie-
skoniczenie wielkich wystgpuje jako szczegdlowe zastosowanie zasady ciaglo-
Sci. Nieskonczenie male przedstawia Leibniz jako ciagle zmniejszanie wielkosci
skoficzonej. Na podstawie zasady ciagloSci rézniczka (wielko§¢ nieskoficzenie
mata) nie ma okreslonej wielkosci, nie jest zerem, ale jest mniejsza od kazdej
wielkosci skoficzonej, chocby nie wiadomo jak matej. Jednoczesnie rézniczka to
co§ swoistego, jakosciowo odmiennego od ,,zwyklej” wielkoSci. Jest to co$ indy-
widualnego i niepodzielnego. Ten aspekt rézniczki jest przejawem monadycznego
traktowania rzeczywisto$ci. W pracach Leibniza wyst¢puja rézne ujgcia rdzniczki
jako: skrajnie matego odcinka, wielkoSci ,,prawie zerowej” mniejszej od kazdej
wielkoSci skoiiczonej, ale takze idealnej wielkosci wykorzystywanej dla dogodnosci
rachunkéw. ,,Jesli kto$ nie dopuszcza - pisze Leibniz — wielkosci nieskoficzonych

1 Zgodnie z aksjomatem Archimedesa dla dowolnych dwu wielkosci @ i b istnieje taka liczba
N, ze Na > b.

2 Przykladem metafizycznej argumentacji w fizyce moze byé zasada tlumaczaca wedtug Ary-
stotelesa ograniczenia dzialania pompy hydraulicznej, ktora brzmi: przyroda nie znosi prdzni, lub
wyja$nienie zjawiska spadku ci¢zkich cial na Ziemig istnieniem centrum wszech$wiata, ku ktéremu
daza wszystkie ciafa.
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lub nieskoficzenie matych w $cistym metafizycznym sensie, to moze postugiwaé

si¢ nimi jako idealnymi pojgciami, skracajacymi rozumowania [...]”.

Newton wyjasniajac pojgcie nieskoficzenie malej wielkosci, wiaze je z wyobra-
zeniami o nieskoficzonej podzielnoSci przestrzeni i czasu, o niepodzielnym atomie.
Stowem, uzasadniajac koncepcj¢ analizy postugujacej si¢ nieskoficzenie malymi,
nie odwoluje si¢ on do §rodkéw matematycznych, a w istocie opiera si¢ na rozu-
mowaniu metafizycznym. U Newtona uzasadnienie czastkowych wynikéw analizy
odbywato si¢ za pomoca podstawowych pojeé jego mechanistycznego pogladu na
Swiat. OkolicznoScig zaburzajacg prawidiowe uzasadnienie analizy byto jej $ciste
zwigzanie z mechanikg. Newton rozpatrywal rachunek rézniczkowy i catkowy
nie jako nauk¢ o funkcjach, ktéra moze mie¢ w szczegblnosci zastosowanie
w mechanice, ale jako cz¢§¢é nauki o ruchu, jako teoretyczng kinematyke. Dwa
gléwne problemy matematycznej analizy newtonowskiej przypominaja bardziej
rozwazania fizyczne. Mozna bardziej wspdiczesnie wyrazi¢ je nastepujaco:

1. Dtugos¢ przebytej drogi jest stale (tzn. w kazdej chwili) dana; nalezy znalezé
pre¢dkosé ruchu w okres§lonym momencie.

2. Predkosc¢ ruchu jest stale dana, nalezy znaleZ¢ diugo$¢ drogi przebytej w okres-
lonym czasie.

Oczywiicie, Newton odr6znia problem fizyczny od jego sformufowania mate-
matycznego. Wyjadnia, Ze np. pojgcia czasu, predkoscei stosuje sig tylko umownie
przy rozpatrywaniu funkcji matematycznych. Tym niemniej aparat matematyki
pozostaje Scisle zorientowany na jedng empiryczng interpretacjg, ze wszystkimi
wyplywajacymi z tego konsekwencjami. Dla Newtona naturalne bylo zatem, ze
kazda funkcja ciagta ma pochodna, tak jak kazdy ruch (o ile zachodzi) posiada
predkosé; ze kazde przyblizanie si¢ do granicy jest monotoniczne, tak jak poru-
szajgce si¢ cialo moze przybliza¢ si¢ do okreslonego punktu tylko z jednej strony.

System pojeciowy moze by¢ logicznie uzasadniony nie wczesniej, nim osiagnie
okreslony stopieft dojrzatoci, bogactwa tresciowego i jednoznaczno$ci w funda-
mentalnych operacjach. Logiczne uzasadnienie rachunku r6zniczkowego nie byto
mozliwe na bazie tych poj¢é, za pomoca ktérych byt on rozwijany. W zawartosci
pojeciowej rachunku rézniczkowego wystgpowaly braki faktycznie wykluczajace
mozliwo$¢ jego uzasadnienia w takiej postaci, jak to bylo zrobione na poczatku
XIX wieku. Podstawowe z nich to:

— nieobecno$é¢ prawidlowego rozumienia rdzniczki3. Matematycy pierwszej poto-
wy XVIII wieku rézniczke utozsamiali z przyrostem funkcji, co bezposrednio
prowadzito do wyzej opisanych sytuacji paradoksalnych.

- brak dostatecznie ogdlnego pojgcia funkcji. Matematycy wychodzac od intuicji
geometrycznych czy mechanistycznych wyobrazen, zawegzali pojgcie funkcji do

3 Mowigc nieprecyzyjnie, ale obrazowo, rozniczka jest gléwng czescig przyrostu funkcji. Por.
L. Pontriagin, Metoda nieskoriczenie malych (ttum. z ros. Janusz Kaja), Warszawa 1995, Wydawnictwa
Szkolne i Pedagogiczne, s. 113-114.
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funkcji analitycznej, ktora daje si¢ wyrazi¢ okreSlong formula algebraiczng

i ktéra, méwigc w uproszczeniu, byla ,niepoprzerywana” i ,bez uskokéw

i kantow”.

— brak $cistego rozumienia ciggfosci. Funkcjonowato ono w spos6b intuicyjny.
Skoro pojecie funkcji bylo zawgzone do ,ciaglych” i ,,gladkich”, to nie wida¢
bylo potrzeby usci§lenia tego pojgcia.

- niedostatecznie §ciste pojmowanie granicy. Pojgcie granicy bylo opisywane
przez analogi¢, przez odwoltywanie si¢ do mechanistycznych i geometrycznych
przykladéw; czesto z uzyciem pojeé, ktore — przy dzisiejszym rozumieniu
problemu — nie majg nic do rzeczy, np. czas, zblizanie.

Do konica XVIII wieku rachunek rézniczkowy nie dopracowat si¢ uzasad-
nienia swoich podstaw i nie przeksztaicit si¢ we wlasciwy system pojgciowy. Co
nie znaczy, ze si¢ nie rozwijal. Rozwdj teorii rachunek rézniczkowy zawdzigcza
rozszerzaniu si¢ pola zastosowan w geometrii, mechanice, astronomii, jak réwniez
w teorii ciepta. (Wyjatkowa role w pojgciowym wzbogaceniu analizy odegraly
proby matematycznego opisu ,,drgajacej struny”).

Jednym z doniostych efektéw stosowania rachunku rézniczkowego bylo uswia-
domienie sobie przez matematykow tamtego okresu, ze pojecie funkcji nie jest
tozsame z analitycznym wyraZeniem wiaZzacym zmienna, albowiem jednej funk-
cji moze odpowiada¢ kilka analitycznych wyrazet w przypadku, gdy jest ona
»zespoleniem” oddzielnych, ,niezaleznych” od siebie kawatkéw. Badania takich
funkgcji doprowadzily do bardziej Scistych analiz takich pojg¢, jak: funkcja, cigg-
to$é, granica. Dzigki temu matematycy na poczatku XIX wieku porzucili wiele
wezesniejszych filozoficznych i metodologicznych przekonan. Jasne stalo sig, ze
analiza winna by¢ uzasadniana na bazie og6lnej teorii wielkosci, bez odwolywania
si¢ do intuicji mechanistycznych czy geometrycznych. To podejscie najpetniej na
poczatku XIX wieku wyrazit Cauchy. Definicja granicy podana przez Cauchy’ego
pozwolila w naturalny sposéb podejs¢ do podstawowych poj¢é rachunku réznicz-
kowego, a tym samym wypracowaé jego logiczne podstawy. Cauchy nie uscislit
po prostu tre§ciowego pojmowania granicy, ale okrelit je formalnie. Wprowadzit
je jako pojecie operacyjne, pozwalajace rozpatrywaé istnienie granicy w przy-
padkach wykraczajacych poza oczywisto§¢. W rezultacie rachunek rézniczkowy
uzyskal wymagang Scistos¢ i nie potrzebowal zewnetrznego czy metafizycznego
uzasadniania wyjsciowych zasad. Analityczne metody Cauchy’ego byly ustano-
wieniem nowych standardéw §cistoSci w analizie matematyczne;.

ok ok

Cauchy opierajac si¢ na pojgciu granicy, osiagnat cel uzasadnienia analizy, kofi-
czac kryzys podstaw analizy trwajacy przez sto lat. Jednakze wkrotce okazato
si¢, Ze w pewnym sensie rozwigzanie to jest niedostateczne i sprzeczne. Przy
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wykladzie reorii granic jako bazy dla analizy matematycznej Cauchy opart si¢ na
pojeciu liczby rzeczywistej. R6wnocze$nie traktowat on liczbe niewymierna jako
granice ciagu liczb wymiernych. Aby wyj$¢ poza to bigdne kolo, nalezalo inaczej
— bez odwolania sig do pojgcia granicy — wprowadzi¢ pojgcie liczby rzeczywistej
i uzasadni¢ jej wtaSciwosci.

Od dawna bylo wiadomo, ze dla icistego dowiedzenia szeregu twierdzen
wewnatrz analizy matematycznej wymagane jest dopuszczenie pojgcia zbioru
zawierajacego ,,od razu” wszystkie swoje elementy, tzn. aktualnej nieskoficzonosci.
Fakt ten zauwazyt Bolzano przy analizie twierdzenia o istnieniu gomej granicy
zbioru ograniczonego. Bolzano pokazal, ze operowanie zbiorami nieskoficzony-
mi wymaga zasadniczo innych praw i regul niz te, do ktérych przywykliSmy
w arytmetyce. Nowe fakty matematyczne wymagaja nowych rozwiazan przy uza-
sadnianiu podstaw analizy matematycznej i matematyki jako catoéci. Problem
polegal na tym, aby:

a) uzasadni¢ pojgcie liczby rzeczywistej bez odwolywania si¢ do pojgcia granicy;
b) Scile uzasadni€ te dzialy analizy, gdzie wykorzystuje si¢ pojgcie aktualnej
nieskofczonosci.

Pierwsze zadanie rozwiazat w 70. latach XIX wieku Dedekind swoja teoria
przekrojéw. Nieco p6Zniej Cantor stworzyl teori¢ liczb pozaskoficzonych, ktéra
nie tylko ustalata prawa operowania zbiorami nieskonczonymi, ale dawala takze
pelng teorig liczb rzeczywistych.

Cantorowska teoria przyj¢ta byla z nieufnoscia, gdyz pojgcie aktualnej nie-
skoficzonosci uwazane bylo za catkowicie oderwane od rzeczywistosci i z tego
powodu uznawane za twor catkowicie sztuczny i pozbawiony zastosowan. Jed-
nakze juz w konicu XIX wieku pojawilo si¢ sporo prac wykorzystujacych teorie
mnogosci. Matematyka zaczeta przyjmowac teoriomnogo$ciows postaé, a uzasad-
nianie matematyki zaczgto opiera¢ na pojgciach teorii mnogosci jako najbardziej
fundamentainych. Jednak wkrétce ponownie pojawila sig sytuacja kryzysowa.

Niedoszly triumf teorii mnogosci przerwaly odkryte na poczatku XX wieku
paradoksy zwigzane z pojgciem zbioru. Do najbardziej znanych naleza: paradoks
Cantora, paradoks Russella-Zermelo i paradoks Richarda.

Pierwszy (paradoks Cantora) zwigzany jest z pojgciem zbioru wszystkich zbio-
réw. Zgodnie z udowodnionym przez Cantora twierdzeniem: Dla dowolnego
zbioru Z zbiér P(Z) - wszystkich podzbioréw zbioru Z — ma moc* wigkszq niz sam
zbidr Z. Jezeli zalozymy istnienie zbioru wszystkich zbioréw C, to z definicji jest
on najwickszym zbiorem i ma najwigksza moc. Skoro tak, to zbidr podzbioréw C
jest w nim zawarty, wigc jego moc nie moze by¢ wigksza od mocy C, bo podzbiér
zbioru nie moze mie¢ mocy wigkszej niz moc samego zbioru, czyli

4 Mowiac w najwigkszym uproszczeniu — pojgcie mocy jest dla zbioréw nieskoficzonych tym,
co liczebnos¢ dla zbioréw skorczonych.
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moc P(C) < moc C.

Stad otrzymujemy sprzeczno$é, gdyz na podstawie przytoczonego powyzej twier-
dzenia
moc P(C) > moc C3.

Paradoks Russella-Zermelo wskazuje, ze ,naiwne” pojgcie zbioru zwigza-
ne z przekonaniem, ze kazdy warunek (cecha) dobrze okre§la pewien zbi6r
(obiektéw spelniajacych ten warunek lub obdarzonych ta cecha), prowadzi do
trudnodci. WeZmy pod uwage wlasno$¢ odnoszaca si¢ do zbioréw: wlasno$¢ bycia
wlasnym elementem. Wydaje si¢, ze pewne zbiory posiadaja t¢ wiasnos§¢, a inne
nie. Przyktadowo zbidr pojec¢ abstrakcyjnych sam jest pojgciem abstrakcyjnym,
jest wiec swoim elementem, natomiast zbidr ksigzek — nie jest ksigzka, wigc nie
jest swoim elementem. Rozpatrzmy przypadek zbioréw drugiego typu. Niech
Z bedzie zbiorem tych wszystkich zbiordw, ktére nie sa wlasnymi elementami.
Zapytajmy, czy Z jest swoim wiasnym elementem, tzn. czy Ze Z? Jesli Z bytby
swoim elementem (Ze Z), to na podstawie definicji zbioru Z musialby by¢ zbio-
rem, ktdry nie jest swoim elementem (Z¢Z). Gdyby z kolei przyjaé, ze Z nie
jest swoim elementem (Z¢Z), to réwniez w oparciu o wcze$niejsze ustalenia
powinien znalez¢ sig¢ wsroéd zbioréw, ktére obdarzone sa cechy bycia wlasnymi
elementami (Ze Z). Paradoks ten pokazuje, ze intuicyjne pojgcie zbioru prowadzi
do sprzecznosci i wymaga sprecyzowania®.

Paradoks Richarda jest o tyle istotny, Ze na strukturze jego rozumowania wzo-
rowat si¢ Godel, dowodzac swego twierdzenia: jezeli arytmetyka jest niesprzeczna,
to jest niezupeina. Wezmy pod uwage pewien jgzyk naturalny, w ktérym mozna
wyrazi¢ arytmetyczne wlasnosci liczb. Kazda taka definicja zawiera tylko skoficzo-
ng liczbg stéw, a zatem i skofczong liczbg liter alfabetu. Wszystkie te definicje
»porzadkujemy”, ustawiajac je w ciag, biorac pod uwagg liczbg liter; w przypadku,
gdy jest ta sama liczba liter, to decyduje porzadek alfabetyczny. Kazdej defi-
nicji przyporzadkowujemy liczb¢ naturalng — jej numer porzadkowy. Jesli taka
liczba nie posiada wiasnosci okreslanej przez odpowiadajaca jej definicjg, to
nazwiemy ja liczhg richardowskg. Ogdlnie rzecz ujmujac, powyzsze zdanie jest
réwniez okresleniem wlasnoici liczby. Liczba jest richardowska, gdy nie posiada
wlasnosci okreslanej przez definicje, ktorej jest przyporzqdkowana. OkreSlenie liczby
richardowskiej jako okreslenie pewnej wlasnosci liczb réwniez powinno znalezé
»swoje miejsce” wérdd definicji ustawionych w ciag, a wigc ma przypisang pewng
liczbe jako swoj numer. Przyjmijmy, ze jest to liczba m. Postawmy teraz pytanie:

S Logika formalna. Zarys encyklopedyczny, pod red. W. Marciszewskiego, Warszawa 1987,
Wydawnictwo PWN,; s. 175.
6 Por. R. Murawski, Filozofia matematyki, Warszawa 1995, Wydawnictwo PWN, s. 87 (przypis 4).
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czy m jest liczba richardowska? Powstaje sprzeczno$¢ — przyjmujac, ze m nie
jest richardowska (posiada wiasno$¢ opisywana ,swoj3” definicjg), otrzymuje-
my wniosek, ze jest liczba richardowska (zgodnie z okre§leniem), natomiast z
przypuszczenia, ze m jest richardowska, wynika, Ze nie jest (poniewaz nie ma
wiasnosci, ktora opisuje definicja, ktorej jest przyporzadkowana). Méwiac krétko,
m jest richardowska wtedy i tylko wtedy, gdy m nie jest richardowska’.

Dwie pierwsze z przytoczonych tu antynomii zachwialy podstawami teorii
Cantora. Matematycy uporali si¢ z tym problemem stosunkowo szybko, propo-
nujac réznorodne metody.

Russell staral si¢ wyeliminowa¢ antynomie, budujac teori¢ stopni logicznych
(teorig typdw). Istota tej teorii polega na tym, ze wypowiedzi matematyczne
dzieli si¢ na klasy odpowiednio do obszaru okre§lenia. WeZmy pewna dziedzing
obiektow: a, b, c, ... itd. Do pierwszego typu naleza wypowiedzi o wlasnosciach
tych obiektow: f(a), g(b), h(c), ... itd. Do drugiego typu naleza wypowiedzi
o wlasnoSciach tych wiasnosci: F(f), G(g), H(h), ... itd. Podstawowa zasada teorii
typéw glosi, ze kazdy predykat odnosi si¢ tylko do okreSlonego typu i moze by¢
stosowany tylko do obiektdw o ,,oczko” nizej stojacych w hierarchii typéw. Wyra-
zenia f(a) lub F(g) sa prawdziwe badz falszywe, ale wyrazenia f(F), f(g), g(g) - sa
ani prawdziwe, ani falszywe, sa po prosu bezsensowne. Paradoks Cantora jest
wyeliminowany dlatego, ze samo pojecie zbioru wszystkich zbioréw (bez okres-
lenia stopnia) jest nieprawidiowe. Podobnie jest z poj¢ciem zbioru wszystkich
zbioréw, ktére nie s3 swoimi elementami (nazwijmy je normalnymi). Mozemy
mowic¢ o zbiorach normalnych tylko okre§lonego stopnia. Ale zbiér skiadajacy
si¢ ze wszystkich zbioréw normalnych stopnia n-tego jest juz obiektem stopnia
n+1. Wypowiedzi o tym, czy nalezy on czy nie do klasy wyjSciowych zbioréw, sa
nieuprawnione (bezsensowne), albowiem oparte sa na pomieszaniu typow.

Inne rozwigzanie zaproponowal Ernst Zermelo w swojej aksjomatyce teorii
mnogosci. Odrzucil on przekonanie, ze dla kazdej niesprzecznej wlasnosci istnieje
zbidr tych i tylko tych obiektow, ktore sa obdarzone ta wlasnoscia. To wiasnie
dlatego mozna bylo rozwazaé takie ,,twory”, jak: zbiér wszystkich zbiorow czy
tez zbiOr wszystkich zbioréw niebgdacych swymi wlasnymi elementami, ktore to
zbiory prowadzily do antynomii. Zermelo wprowadzit ,,ograniczenie”. Zgodnie
z nim, dla dowolnej danej wiasnosci (wyrazonej w jezyku teorii mnogosci) ist-
nieje zbior wszystkich tych i tylko tych obiektow, ktére spelniajg t¢ wiasnosé,
ale obiekty te wolno ,,bra¢” tylko z istniejacego juz jakiego$ ustalonego zbioru.
To eliminuje mozliwo$¢ powstawania zbioréw ,,antynomiogennych”.

Do lat pigédziesigtych XX wieku wigksza popularnoscia cieszylo si¢ ujecie
teorii mnogos$ci w ramach teorii typoéw. Pozniej ujgciem standardowym stato sig

7 Por. E. Nagel, I.R. Newman, Twierdzenie Godla, Warszawa 1966, Wydawnictwo PAN, s. 47-49.
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ujecie aksjomatyczne Zermelo z ulepszeniami Abrahama A. Fraenkla - tzw.
system Zermela-Fraenkla ZF8.

Stale rosngce znaczenie teorii mnogoéci jako teorii bazowej matematyki spra-
wilo, ze ujawnienie paradoks6w zwigzanych z poje¢ciem zbioru zmienito problem
podstaw matematyki z teoretycznego w problem filozoficzny. W waskim sensie
chodzilo o znalezienie sposobéw uniknigcia paradokséw, natomiast w szerszym
planie pojawilo si¢ pytanie: czy matematyka moze wypracowaé kiedykolwiek
pelne uzasadnienie swoich teorii? Na poczatku XX wieku panowalo silne prze-
konanie o mozliwosci absolutnego uzasadnienia matematyki, dlatego przedsta-
wiane programy uniknigcia lub wyeliminowania paradokséw byly jednocze$nie
traktowane jako propozycje uzasadnienia matematyki w ogélnosci. Proby takie
podjely szkoly logicyzmu (sprowadzenie matematyki do ,,.bezpiecznej” podstawy
logicznej), formalizmu (wykazanie w sposob ,,absolutny” niesprzeczno$ci mate-
matyki przez analiz¢ teorii matematycznych potraktowanych jako niezinterpre-
towane rachunki) i intuicjonizmu (oparcie matematyki na intuicyjnych pojgciach
i oczywistych regutach wywodu).

Zaden z wyzej wymienionych programéw uzasadniania matematyki nie spetnit
poktadanych w nim nadziei, co nie oznacza, ze poniesiono fiasko na wszyst-
kich ,frontach”. Pomimo ze filozoficzne cele wymienionych szkét nie zostaly
osiaggnigte, ich dzialalno$¢ miata istotny wplyw na rozszerzenie naszej wiedzy
o matematyce i uSwiadomienie sobie zalozen i przestanek, ktére przyjmujemy,
rozwijajac matematyke.

8 Por. R. Murawski, dz. cyt., s. 171-172, 174,
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The Background and Significance of ‘Crises’
in the Foundations of Mathematics
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The watersheds in the development of mathematics that lay bare the ambiguities
and contradictions among its very basic notions and conceptions are commonly
described as ‘crises’ in mathematics. They coincide with periods of intense
mathematical research, often inspired by philosophical doctrines which help
to clarify the notions and methods with the use of which many fundamental
theorems are proved. The paper presents three best known and most widely
discussed crises in the foundations of mathematics, reviews the causes of
their appearance and discusses the difficulties that they have led to as well as
possible ways of their resolution. The three crises arose in connection with the
discovery of the incommensurable line segments in the Pythagorean School,
in connection with the operations on the infinitesimals by the creators of the
differential calculus (17th-18th centuries) and with respect to the foundations of
mathematics connected with operations on the actually infinite sets (19t and
20th centuries).



